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ВВЕДЕНИЕ 

Как правило, ни один вступительный экзамен в вуз по математике 
не обходится без планиметрических задач, т.е. задач по геометрии 
на плоскости. Именно таким задачам посвящен настоящий выпуск. 

Невозможно указать два - три и даже пять методов, освоив ко- 
торые, абитуриент научился бы решать все геометрические задами. 
Они всегда непредсказуемы. В этом сложность геометрических за- 
дач, их отличие от большинства школьных алгебраических задам. 
Но в этом заключается и их прелесть. Каждая геометрическая за- 
дача требует индивидуального подхода, определенной доли изоб- 
ретательности и интуиции. Конечно же, для решения таких задач 
необходимо твердо знать теоремы школьного курса. Но этого мало. 
Нужно уметь применять эти теоремы, и каждый раз в новой ситуа- 
ции. Такое умение приобретается с опытом решения задач. Именно 
эти знания и этот опыт служат базой, на которую опираются и ин- 
туиция, и изобретательность. 

Отметим, что хотя доказательство.и является наиболее трудной 
частью решения геометрических задач, как правило, планиметри- 
ческие задачи на вступительных экзаменах не требуют изощренных 
обоснований, особой изворотливости ума и посильны школьнику, 
твердо владеющему школьной программой по геометрии. , 

Настоящий выпуск в основном посвящен решению вычислитель- 
ных задач по планиметрии. В нем собраны наиболее часто встре- 
чающиеся, типичные “одноходовые” рассуждения, из которых, как 
из кирпичиков, складываются более сложные и длинные решения. 
Одновременно приводятся необходимые теоремы, они в тексте выде- 
лены курсивом. Задачи подобраны так, что этот список утвержде- 
ний, рассредоточенный по всему выпуску, охватывает практически 
все теоремы школьного курса планиметрии, необходимые для реше- 
ния задач. Чтение предлагаемой брошюры должно напоминать эти 
теоретические положения и, с другой стороны, сформировать в ак- 

тивной памяти абитуриента комплекс “блоков”, из которых можно 
монтировать решение более сложных задам. | 

В этом выпуске рассматриваются методы решения задач, не ис- 
пользующие ни векторы, ни преобразования, ни координаты. И ко- 
нечно же, при столь малом объеме невозможно охватить все много- 
образие геометрических задач. Мы ограничились лишь темами, на 
наш взгляд, наиболее часто встречающимися на вступительных экза- 
менах: решение треугольников и задачи с многоугольниками, площа- 
ди, подобие, задачи с окружностями. Мы приводим также различные 
методические замечания: о полноте и правильности обоснований, о 
роли чертежа и умении им пользоваться, о дополнительных построе- 
ниях, о доказательствах в решении вычислительных задач и исполь- 
зовании вычислений для доказательства утверждений. 

$ 1. Приемы решения вычислительных задач по планиметрии 

Первый из пунктов этого параграфа посвящен простейшей зада- 

че вычислительной планиметрии - решению треугольников. Задача 
состоит в вычислении длин всех сторон треугольника и величин всех 
его углов по некоторым из них. В зависимости от данных она реша- 
ется с помощью тех или иных стандартных приемов. К этой задаче 
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часто сводятся другие, более’ сложные, и тогда она“является эле- 
ментом их решения. 

Приступая к решению более сложной геометрической задачи, 
прежде всего нужно наметить план решения, т.е. последовательность 
действий, которые в конце концов приведут к нахождению требуемо- 
го ответа. Сами вычисления при этом не производятся, а лишь ус- 
танавливается возможность вычислить ту или иную величину. Три 
наиболее употребительных способа нахождения такого плана, изла- 
гаются ниже в пунктах 1.2 - 1.4. 

1.1. Решение треугольников.!) Известные признаки равенства, 
треугольников “по двум сторонам и углу между ними”, “по сторо: 
не и двум прилежащим к ней углам”, “по трем сторонам” указыва- 
ют величины, знание которых позволяет однозначно определить все 
элементы треугольника. 

Так, по известным сторонам а, 6, и с с помощью теоремы коси- 
нусов находим 

cos ZC =(a? +b? —c”)/(2ab), (1) 
и так как на интервале (0, л) возможных значений углов функция у= 
созх монотонно убывает, то получившееся равенство позволяет од- 
нозначно определить величину угла С. Аналогично можно вычис- 
лить величины углов Аи В 

По известным сторонам а, $ и заключенному между ними углу С 
с помощью теоремы косинусов легко найти величину с, а затем, как 
это описывалось выше, определить величины остальных углов. 

Наконец, предположим, что известна сторона а треугольника и 
прилежащие к ней углы Ви С. Сначала, пользуясь тем, что сум- 
ма углов треугольника, равна л, находим величину угла А, а, затем' с 
помощью теоремы синусов определяем длины сторон 6 и с. 

Конечно, возможны и другие способы определения сторон и углов. 
Заметим только, что знание синуса угла не всегда позволяет одноз- 
начно определить сам угол треугольника. Так, равенству т LA=3 

могут удовлетворять как (А=л/б, таки (А=5л/6б. Для определения 
величины угла в такой ситуации обычно применяются какие-либо 
дополнительные соображения. Например, полезной может быть ин- 
формация: угол А - тупой или острый (см. замечание в п. 2.1). 

1.2. Последовательное вычисление величин. Если в задаче 
требуется найти длину какого-либо отрезка или вычислить величи- 
ну какого-либо угла, имеет смысл сначала, не проводя вычислений, 
определить, какие, вообще, отрезки и углы могут быть найдены, ис- 
ходя из данных задачи,.с помощью приемов, изложенных в п.1.1, или 
‚иных соображений. При этом можно помечать каким-либо образом 
‘вычисляемые отрезки и углы. Множество вычисляемых объектов 
будет при этом расширяться. И если случится так, что в их число 
попадет нужный отрезок или угол, то легко можно будет составить 
цепочку последовательных вычислений необходимых отрезков и ур- 
лов, которая приведет к нахождению нужной величины. Тем самым 
и составится план решения задачи. 

  

1) Для удобства читателя типичные обозначения и ряд наиболее употреби- 

тельных формул вынесены на последнюю страницу выпуска. 
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`Задача |1. Выразить медиану АД треугольника АВС 
(рис: 1) через известные стороны а, ф и с. 

Решение. Как указано выше, можно вычислить все углы треугольника 
АВС. Точка Ш есть середина известного отрезка ВС, так что могут быть вы- 
числены и длины отрезков СД и ВО. Тем самым в треугольнике АСО могут 
быть вычислены две стороны и заключенный между ними угол. Следователь- 
но, можно определить все элементы треугольника АСД и, в частности, длину 
стороны АД. План решения составлен. 

Итак, находим. СО =СВ/2=а/2. Применяя теорему косинусов к треуголь- 
нику АСШО, получаем 

m2 = AD? = AC? +CD? -2AC -CD-cos ZC =b? 1 а? [4—6 сов СС. 
Пользуясь равенством (1), имеем 

т2 =52 +а2/4- (а24+62 - с?) /3= (257 +2е2 -а?2)/4. 

Ответ: т.=$262 +2с?—а?. 

  

      

A B С 

Е 

С р В А СЕ D 

Рис. 1 Рис. 2 
1.3 Поиск решения “от искомого”. Если прямой поиск, изложен- 

ный в предыдущем пункте, не помогает найти требуемую величину, 
можно попытаться расширить круг поисков. Нужно понять, через ка- 

кие величины, известные из условия и неизвестные, можно выразить 

искомую величину. Затем надо понять, можно ли найти эти неиз- 
вестные величины. Если они могут быть найдены, то опять можно 

составить план решения — последовательность вычислений, дающую 

в конце ответ задачи. ' 

Задача 2. Величина угла А параллелограмма АВСО равна 
т/6, а меньшая диагональ ВО равна 13. Точка Е - цересечение ди- 
агоналей параллелограмма - удалена от прямой АД на расстояние 
11/2. Найти длины сторон и большей диагонали параллелограмма, 
если известно, что AD> AB. 

Решение. Пусть Р - основание перпендикуляра, проведенного из точки Ё 
на прямую АД (рис. 2). Тогда EF=11/2. Поскольку диагонали параллелограм- 
ма точкой их пересечения делятся нополам, то отрезок АЁ является медианой 
треугольника АВР и АС =2АЕ. Итак, для решения задачи достаточно опре- 
делить стороны АВ и АД треугольника АВО и его медиану АЁ. Более того, 
‚достаточно определить только стороны, ведь задача - вычислить медиану тре- 
угольника по его сторонам — уже решена (см. задачу 1). Напомним, что в тре- 

угольнике АВО известны сторона ВО =13 и противолежащий ей угол ДА=л/б. 
Этих данных недостаточно для определения сторон треугольника. Но знание 
отрезка ЕР. позволит нам дополнительно найти высоту Аь треугольника АВО. 
Проведем высоту ВС треугольника АВД. В треугольнике ВОС отрезок ЕР есть 
средняя линия, так что ВС =2ЕЁР = И. Теперь в прямоугольном треугольни- 
ке ВОС известны катет ВС и гипотенуза ВО, а в прямоугольном треугольнике 
АВС известны катет ВС и острый угол А. Все это позволяет вычислить требу- 
емые отрезки. Предварительный анализ задачи закончен. 

Проведем теперь решение задачи с учетом найденных величины BG=11 41 
соотношения АС=2АЁЕ. Из прямоугольных треугольников ВОС и АВС находим 

рб=\/ВР?- ВС? =4УЗ, Аб=В@а:щ ДА=иаУЗ АВ=Вб:вт ДА=22. 
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Тогда 
AD=AG + DG=15V3. (2) 

Пользуясь формулой из ответа задачи 1, получаем 

AC =2AE= \/2AB? 4+ 2AD? ~ BD? =V2149. 
  

Ответ: Стороны параллелограмма равны 22 и 15\/3, большая 

диагональ равна \/2149. 
Заметим, что диагональ параллелограмма можно было бы вы- 

числить с помощью теоремы о том, что сумма квадратов диагоналей 
параллелограмма равна сумме квадратов всех его сторон. 

_ 1.4 Введение неизвестных. Иногда, нарисовав чертеж и отметив 
на нем все данные величины, & также определив все величины, кото- 
рые могут быть вычислены с помощью указанных выше соображений, 
все-таки не удается найти требуемые в задаче отрезки или углы. В 
этой ситуации может помочь следующий прием. Обозначим какой- 
нибудь буквой, скажем буквой х, неизвестный отрезок или угол, & 
затем отметим все углы и отрезки, которые могут быть выражены 
через х с помощью приведенных в п.п. 1.2 и 1.3 соображений. Тогда, 
может случиться так, что один и тот же отрезок или угол имеет два 
различных выражения. Приравняв их, нолучим уравнение, корнем 
которого будет искомая величина. 

Задача 3. В трапеции длина средней линии равна 4, Углы при 
одном из оснований имеют величины 40° и 50°. Найти длину меньше- 
го основания трапеции, если длина, отрезка, собдиняющего середины 
оснований, равна 1. 

  

  
    

BKC B С 

Е 

А М. L ND A DFG 
Puc. 3 Рис. 4 

Решение. Пусть АВС - заданная трапеция (рис. 3), (А=40°, (р=50°, 

точки К и Ё - середины оснований трапеции, так что КЁ =1. Обозначим длину 

меньшего основания ВС трапеции буквой х. Тогда ВК =КСО =</2. Длчна срёд- 

неё линци трапеции paena полусумме длун оснований, поэтому 4=(АО+ВС)/2 и, 

следовательно, Ар =8- ВС =8-х. Проведем из точки К отрезки КМ парал- 

лельно ВА и КМ параллельно СО. Если две прямые [ чт пересекаютсл третьей 

прямой, то образующчеся пру этом соответственные углы равны тозда и только 

тогда, козда | чт параллельны. Поэтому ZKMN=ZA=40°, ZKNM=ZD=50°. 

Далее, четырехугольник АВКМ - параллелограмм, так что АМ =ВК =</?2 и, 
значит, МЁ = АЁ- АМ = (8-г)/2-:/2=4-т:. По аналогичным соображениям 
имеем [/№=4-т. Итак, отрезок КЁ является медианой в треугольнике МКМ, 

в котором нам известны два угла, прилежащие к стороне ММ и длина этой 

стороны, выраженная через х. Теперь можно выразить через г все элементы 
треугольника МАМ, и, в частности, длину медианы КГ. Поскольку эта дли- 
на задана в условии задачи, в результате получится уравнение относительно х, 

из которого и определится х. В данном случае вычисления упрощаются, пос- 

кольку (МКМ=180° - (40° +50°) =90°, т.е. треугольник МКМ прямоугольный. 
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Как ‘известно, центр окружности, описанной вокруг прямоугольного треугольни- 
ка, лежит на середане гипотенузы, поэтому Г есть центр окружности, описанной 
вокруг трвугольника МКМ, а МГ, ГМ и КГ - ее радиусы. Итак, имеем уравне- 

ние 4-т=1, из которого находим г=3. Следовательно, ВС =х=3. 

Ответ: 3. 
Иногда удобно использовать не одну, а большее число неизвес- 

THBIX. 

$ 2. Роль чертежа в решении геометрических задач 

2.1. Неоднозначность чертежа. О том, что хороший чертеж 
облегчает решение задачи, известно всем. Он может и подсказать 
какое-либо геометрическое соотношение между отрезками или угла- 
ми. Особенно, если нарисовать несколько чертежей, изменяя разме- 
ры присутствующих на нем фигур. Но иногда чертеж может стать 
причиной неполного решения задачи, так как соотношения, выполня- 
ющиеся на нем и кажущиеся совершенно очевидными, в действитель- 
ности таковыми не являются и требуют специального обоснования. 

Так, выше мы намеренно провели неполное решение задачи 2. Ес- 
ли Вы не обнаружили пробел при первом чтении, попробуйте внима- 
тельно просмотреть это решение еще раз, прежде чем читать даль- 
ше. На рис. 2 точка С расположена на отрезке АД. Но почему 
чертеж был нарисован именно так? Ведь, вообще говоря, возмож- 
Ha и ситуация, изображенная на рис. 4, тогда вместо равенства (2) 
надо использовать равенство АД=АС-ПС. А, может быть, точ- 
ка С совпадает с точкой 0? В действительности в условиях задачи 
2 единственно возможной является конфигурация, изображенная на 
рис. 2. Ведь в условии сказано, что AD — ббльшая сторона паралле- 
лограмма, так что АД> АВ. Так как в треугольнике против большей 
стороны лежит больший угол, то в треугольнике ABD umeem Hepa- 
венство АВО> (АПВ. Поскольку сумма углов треугольника равнат, 
то угол АДВ ие может быть ни прямым, ни тупым и, следовательно, 
возможна только ситуация, изображенная на рис. 2. Это рассужде- 
ние. или подобные ему являются обязательной частью изложенного 
решения задачи 2, так как они обосновывают равенство (2). 

В рассматриваемой ниже задаче 13 можно нарисовать различные 
чертежи, и рассуждения для каждого случая будут иметь некоторые 
отличия, хотя ответ будет одним и тем же. А в задаче 6 возможны 
две ситуации и два разных ответа. 

Итак, -всегда пытайтесь изобразить все возможные конфигурации, 
отвечающие на первый взгляд условиям задачи, а затем с помощью 
рассуждений. отбросьте лишние. Иногда этому помогают попытки 
провести в других ситуациях уже найденное в одном из возможных 
случаев решение. Так, если, следуя рассуждениям из решения зада- 
чи 2, определить длины отрезков АВ и АД в случае, изображенном 
на рис. 4, то окажется, что нарушается условие АД> АВ. Это дока- 
зывает другим способом невозможность в условиях задачи рис. 4. 

2.2 Дополнительные построения. Отметим, что нарисованный 
первоначально чертеж в процессе решения задачи может дополнять- 
ся новыми линиями. Такие дополнительные построения, вводящие 
новые углы и новые отрезки, иногда приводят к появлению геометри- 
ческих фигур, облегчающих решение задачи. А иногда и указывают 
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выход из казалось бы неразрешимой ситуации. Выше использова- 
лись дополнительные построения при решении задач 2 и 3. Будут 
они применяться и далее. Так в решении задач 7, 9 и 14 строятся 
дополнительные прямые, в задачах 11, 12 и 13 - дополнительные уг- 
лы, в задаче 10 — дополнительная окружность. Отметим, что умение 
находить самостоятельно удачное дополнительное построение при- 
ходит с опытом решения задам. 

В следующих параграфах на примерах задач из различных разде- 
лов геометрии, будет показано, как применяются высказанные выше 
соображения. 

$ 3. Площади 

Задачи на вычисление площадей различных фигур встречаются 
на вступительных экзаменах достаточно часто. Площади многоу- 
гольников обычно вычисляют, разбивая их на треугольники, прямо- 
угольники и другие фигуры, для площадей которых имеются извест- 
ные формулы. Напомним, что площадь прямоугольника равна произве- 
дению длин двух его соседних сторон, площадь параллелограмма равна 
произведению его основания на высоту, площадь трапеции равна произ- 
ведению средней линии на высоту, площадь круга радиуса г равна тг". 

Задача 4. В выпуклом четырехугольнике длины диагоналей 
равны ии чу. Найти его площадь, если угол между диагоналями че- 
тырехугольника равен &. 

Решение. Пусть АВСШ - данный в условии задачи четырехугольник 
(рис. 5), АС=и, ВО=у, О - точка пересечения его диагоналей, ДАОВ=а. Пло- 
щадь 5 четырехугольника АВС равна сумме площадей треугольников ABO, 
ОВС, РОС и АОР. Так как синусы всех четырех углов, образованных при пере- 
сечении прямых АС и ВПО равны зта и площадь треугольника равна половине 
произведения длин его сторон на синус угла между ними, то 

$= sin o(AO-BO+BO-CO+CO-DO+DO-A0)= 
1. 1 . 

= 5 sina(BO-AC +DO-AC)=> AC -BDeina. 

Ответ: Suv sin a. 

Доказанное в последней задаче утверждение о том, что площадь 
выпуклого четырехугольника равна половине произведения диагоналей 
на синус угла между ними, часто применяется в более сложных си- 
туациях как воспомогательный результат. 

В С 
< E 

A —oX\ > . 4 т 

Рис. 5 Рис. 6 
Задача 5. Диагонали трапеции АВСО делят ее на четыре тре- 

угольника. Площади двух треугольников, прилегающих к основани- 
ям трапеции ВС и АО, равны соответственно 51 и 52. Найти площади 
треугольников, прилегающих к боковым сторонам трапеции. 

ешение. Обозначим буквой Е — точку пересечения диагоналей трапеции 
(рис. 6). Из формулы, выражающей площадь треугольника через‘его основание 
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и высоту следует, что треугольники, у которых равны основаних и высоты; чмеют 
разные площадч. Поэтому имеем равенство 5двр=5дср. Справедливы равен- 
ства ЗдВЕ= $ и 5срЕ = 5$дср - аАЕр; Из которых следует, что 
треугольники ABE САР прилегающие к боковым сторонам трапеции имеют 
равные площади. Обозначим эту площадь буквой 5. Из упомянутой выше фор- 
мулы для площади треугольника следует, что если треугольники имеют равные 
высоты, то чт площади относятся так же, как ц основания. Применяя это утвер- 
ждение к двум парам треугольников ВЕС и EDC, a также АВЕ и АЕ, находим 

51 Spec BE 5$ бАвЕ _ ВЕ 
——=—ы——— a SD Ee SS Se | 

$ 5Ерс ED'S, Sagp ED 

Из равенства 51/5= 5/52 следует, что 52 = $1 52 и, значит, 5=\/51 52. 

Ответ: \/9152 и \/ 5155. 
Иногда использование площадей помогает при решении задач, на, 

первый взгляд относящихся совершенно к другим вопросам, 

Задача 6. В угол с вершиной С вписана окружность, отрезок 
АВ с концами на сторонах угла касается этой окружности. Найти 
радиус окружности, если известно, что ВС=а, АС=фи АВ=с. 

Решение. Вообще говоря, возможны две ситуации, изображенные на 
рис. Т и рис. 8. На этих рисунках точка О есть центр заданной окружности, 
а Е, Ки С - точки касания окружности с прямыми СА, АВ и СВ соответст- 
венно. В первом случае речь идет о выражении радиуса г вписанной в треу- 
гольник окружности через его стороны, а во втором — о выражении радиуса р 
так называемой вневписанной окружности. Обозначим также буквой 5 площадь 
треугольника АВС. 

Е 

  

OV fF . 
С GB С в С 

Puc. 7 Puc. 8 
Рассмотрим сначала первый случай (рис. Т). Радиус, проведенный в точку 

касания, перпендикулярен касательной поетому отрезки ОЕ, ОР и ОС - высо- 
ты соответственно треугольников АОС, АОВ и ВОС, проведенные из верщины 
О. Но тогда 

  

  

SAOC = ar AC = ar SAOB = =r AB = are, SBoc = =rBC = та 

и, значит, 

. 1 - 

5=540с +5вос +5лов = 7+ а+с)=тр, 
где р - полупериметр треугольника АВС. Пользуясь формулой Герона для пло- 
щади треугольника (см. последнюю страницу), находим искомое выражение 

= / eolestece (3) 

Во втором случае (рис. 8), как легко проверить, справедливы те же самые 
выражения для площадей треугольников АОС, АОВ и ВОС, но в этом случае 
имеет место иное соотношение между площадями 

  

  

S= Saoc +Spoc—SaoB= + а-с)=р(р-‹), 
из которого находим 

—a)(p—b . px [ie a)(p—) (4) 
p-—c 

9



Выражения (3) и (4) дают ответ задачи. 

$ 4. Подобие 

Одним из важных средств нахождения в процессе решения задачи 
соотношений между отрезками или углами является свойство подо- 
бия фигур. Ведь в подобных фигурах соответственные углы равны, 
а стороны пропорциональны. Имеются признаки подобия треугольни- 
ков: 1) по двум углам; 2) по двум соответственно пропорциональным 
сторонам и заключенному между ними углу; 3) по трем пропорцио- 
нальным сторонам. Заметим также, что в подобных треугольниках 
отношение соответственных высот, медиан и биссектрис равно от- 
ношению соответственных сторон треугольников, Т.е. коэффициен- 
ту подобия. - 
° Задача.7. Пусть Е - точка пересечения боковых сторон трапе- 
ции АВСО. Через точку Ё и точку поресечения диагоналей трапеции 
проведена прямая, пересекающая большее основание АД трапеции в 
точке Г. Найти otnomenne AF: FD. 

ешение. Обозначим буквой С точку пересечения диагоналей трёпеции 
и проведем через нее прямую КГ параллельно основаниям трапеции (рис. 9). 
По свойствам углов, образованных при пересечении двух параллельных пря- 

мых третьей, имем СВКС= СВАО, (ВСК =(ВОА. Треугольники КВС и 
АВО имеют, таким образом, по два соответствённо равных угла. Значит, они 
подобны. Обозначим буквой № расстояние между параллельными прямыми ВС 
и АК, а буквой Н - расстояние между параллельными прямыми ВС и AD. Tor- 
да Ви Н - высоты в подобных треугольниках КВС и АВО, проведенные из 
общей вершины В. Как указывалось выше, отношение соответственных высот 
в подобных треугольниках равно отношению соответственных сторон, поето- 

му ЕЯ = fr. Аналогично доказывается подобие треугольников ССЁБи АСО и 

равенство Shah. Из этих равенств следует, что KG=GL. 

Как и выше, доказываются равенства углов: ZEGK=ZEFA nu ZEGL= 
КЕЕО. С учетом доказанных ранее равенств получаем, что подобны треуголь- 

ники АЁЕС и АЕР, а также- треугольники СЕЁ и РЕД. Подобие означает ра- 
венства отношений сторон “Gar = Fr M {б= р. Так как правые части этих 

отношений равны, то равны и их левые части. Учитывая же доказанное ранее 

равенство КС = СГ, заключаем, что АР=РО, т.е. искомое отношение равно 1. 

Ответ: 1. 
В 

Р 

  

  

А F D A С 
Рис. 9 Рис. 10. 

Задача 8. В остроугольном треугольнике АВС из вершин А 
и С опущены высоты АР и СО на стороны ВС и АВ. Известно, что 
площадь треугольника АВС равна 18, площадь треугольника ВРО 

равна 2, а длина отрезка РО равна 2\/2. Вычислить Е - радиус 
окружности, описанной около треугольника АВС. 

Решение. По условию треугольник АВС остроугольный, значит, 
сов (В.>0. Из прямоугольных треугольников АВР и ВСО (рис. 10) находим 

ВР:АВ=соз ДВ, ВО:ВС=соз ДВ. 
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Из етих равенств следует, что треугольники ВРО и АВС подобны (по двум 
соответственно пропорциональным сторонам и углу между ними), причем ко- 

эффициент подобия равен сов (В. Так как отношение площадей подобных много- 
угольников равно квадрату коэффициента подобия, то 

cos” СВ=5ВРО :бАВС=1/9. 

и, следовательно, сов (В = 3. Из подобия треугольников АВС и ВРО вытекает 

равенство Fo = cos Z£B=}, откуда АС=3.РО=6\2. 

По теореме синусов (см. последнюю страницу) 2В = АС :вт (В =9, отку- 

да В=9/2. 

Ответ: 9/2. 
Приведем еще одну теорему, полезную в тех ситуациях, Когда 

по заданным отношениям отрезков требуется вычислить отношение 
каких-либо других отрезков: стороны угла, пересекаемые р#дом па- 
раллельных прямих, рассекаются ими на пропорциональные части. 

Задача 9. Внутри треугольника АВС взята точка Г. Прямые 
АР и ВЕ пересекают стороны треугольника в точках Е и ДО соот- 
ветственно (рис. 11). Известно, что АД:ОС=т, ЕС:ВЕ=п. Найти 
otHomenve AF: FE. 

Решение. Проведем через точку Ё прямую ЕС параллельно ВПО. Тог- 

да две параллельные прямые ЕС и ВО пересекают стороны двух углов ЕАС и 

АСВ, так что по сформулированной выше теореме имеем отношения и = $2 

и ge = Е =п. Из последнего соотношения следует, что ae =1+ ge =1+n, 

так что АР = AD . BE =m(1+n). 

Ответ: т(1+п). 

$5. Окружность 

В задачах с окружностями часто бывает необходимым вычислять 
не только длины отрезков и площади фигур, но и величины различ- 
ных углов. В то же время проведение вспомогательных окружнос- 
тей часто облегчает вычисление углов и в задачах о “некруглых” 
фигурах. Это вычисление, конечно же, требует знания стандартных 

теорем школьного курса геометрии, а приемы таких вычислений по- 
добны изложенным в $ 1. 

В 

  
  

  

АО. С А В С 
Рис. 11. Рис. 12 

5.1. Вписанный угол. Полезным средством решения задач о 
вписанных фигурах является теорема, утверждающая, что зписан- 
ный угол измеряется половиной дуги окружности, на которую он опи- 
рается. Из этой теоремы легко следуют два часто используемых 
утверждения: 1) вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дуг4, 
равныи 2) вокруг четырехугольника можно описать окружность тогда 
и только тогда, когда сумма двут его противоположных углов равна т. 
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Задача 10.. В остроугольном треугольнике величины углов 
равны а, ди 7. Найти величины углов треугольника с вершинами в 
основаниях высот, опущенных из всех вершин данного треугольника. 

Решение. Пусть АВС - заданный в условии задачи треугольник, Р, В 
и @ - основания высот треугольника (рис. 12). Будем считать, что вершины 

треугольника обозначены таким образом, что ДА=а, Д(В=Ви (С=л. Как из- 
вестно, высоты треугольника пересекаются в одной точке. Обозначим ее буквой 
5. Задача состоит в том, чтобы найти углы треугольника РАФ. 

Нам известны все углы треугольника АВС. Какие еще углы могут быть вы- 
ражены через известные величины а, Ви 77? Согласно условию, отрезок АР 

перпендикулярен ВС. Поэтому треугольник АВР - прямоугольный и (ВАР= 

т/2- LABP=n/2- В. Аналогично могут быть вычислены все углы, на которые 
высоты треугольника делят его углы при вершинах. 

Для того чтобы продолжить вычисления углов, заметим, что в четыре- 

хугольнике А)$А противоположные углы А@)5 и АД$ равны л/2, так что их 

сумма равна т и вокруг четырехугольника АСФ$В можно описать окружность 

(рис. 12). Два угла ОА5 и @4$, вписанные в эту окружность, опираются на 
одну и ту же дугу 0$. Поэтому ZQRS=ZQAS= ZBAP= п/2-8. Аналогично 

могут быть вычислены и все углы, на которые высоты треугольника АВС де- 
лят углы при вершинах треугольника РАФ, в частности, ZPRS =7/2—(. Ho 

тогда ZLPRQ=ZPRS +ZQRS =л-—286. Проводя такие жб вычисления, получаем, 

что два других угла треугольника РАО равны л-2а и 7 — 24. 

Ответ: л-—2а, л-—285, 7-27. 
Возможно и иное решение этой задачи, основанное на подобии 

треугольников. Напомним, что в задаче 8 с помощью подобия бы- 
ло доказано, что треугольник ВРС) подобен треугольнику АВС и, в 
частности, (ВОР=ССЕУ, ДВРО=ИВАС=а. Но точно так же мож- 
но доказать, что и треугольники РЕ5, АФЕ подобны треугольнику 
АВС, и получить равенства ZRPC =a, ZPRC=LARQ=6B, САОК=У. 
Но тогда (РОК = n—(LBQP+ZAQR)=" =) =т-2 и, аналогич- 
но, ZQPR=7-2a, (/РОК=я-285. 

5.2. Угол между касательной и хордой. Yoon между касателз- 
ной и гордой, проведенными из одной точми, измеряется половиной ду 
ги, стягиваемой этой гордой. Пусть величина центрального угла; 
опирающегося на дугу АВ равна а (рис. 13). Тогда из равнобед- 
ренного треугольника АОВ находим ДАВО=(т-а)/2. и так как ра- 
диус, проведенный в точку касания, перпендикулярен касательной, те 
LABD=7/2- ZABO=a/2. 

B 
  

  

D A Е 
Рис. 13 Рис. 14 

Задача 11. Прямая касается окружности в точке А, отрезок ВС 
— диаметр окружности. Найти расстояние от точки А до диаметра, 
если концы диаметра удалены от касательной на расстояния а и 6. 

Решение. Соединим точку касания А с концами диаметра ВС. Осно- 
вания перпендикуляров, опущенных из точек Ви С ва касвтельную, обозначим 
буквами Ди Е соответственно (рис. 14), тогда пусть ВД=а, СЕ =6. Обозначим 
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буквами Ди Е соответственно (рис, 14), тогда пусть BD=a,CE=b. Обозначим 
буквой Ё основание перпендикуляра, проведенного из точки А на диаметр. Нам 
необходимо найти длину отрезка 

Обозначим буквой а величину угла АСВ и выразим через о величины других 

углов, изображенных на рис. 14. Поскольку ВС - диаметр, то треугольник АВС 

прямоугольный. Значит, ДАВС=т/2-а. Из прямоугольного треугольника АВР 
находим ДВАЕР =п/2- ДАВС =а. Согласно приведенной выше теореме о величи- 

не угла между касательной и хордой, можно утверждать, что (ВАР=(ВСА=а. 
Прямоугольные треугольники АВШО и АВЕ имеют общие гипотенузы и по рав- 

ному острому углу. Это означает, что они равны и, следовательно, ВЕ=ВО=а. 

Аналогично доказывается, что СР=СЕ=. Так как прямоугольные треугольни- 

ки АВРи АРГС имеют по равному острому углу ((ВСА=(ВАР=а), то они по- 

добны и, следовательно, ВЕ: АР=АР:СРЕ. Отсюда находим АР? = BF-CF<ab. 

Ответ: \а$. 
5.3. Теоремы о касательных. 
Задача 12. Две окружности ‘пересекаются в точках Ри С: На 

прямой Р@) взята точка; А, через которую проведена прямая, касаю- 
щаяся одной из окружностей в точке В. Найти длину касательной 
АС к другой окружности, если известно, что АВ=1. 

Решение. Заданные окружности и касательные изображены на 
рис. 15. Отметим,.что это не единственный возможный чертеж. Однако во всех 
случаях решения проводятся одинаково. Решение задачи основано на следую- 

щем полезном свойстве касательной к окружности: xeadpam касательной равен 
произведению секущей на ее внешнюю часть. Это утверждение, примененное к 

касательной АВ к первой окружности, означает равенство AB? = AP-AQ. Ono 

же, примененное к касательной АС ко второй окружности, дает AC? = AP. AQ. 
Сравнивая правые части этих равенств, получаем АС = АВ =1. 

Осталось доказать сформулированное выше свойство касательной: 

АВ?=АР-.АО, Угол ВРО вписан в окружность, опирается на дугу ВО и, следова- 

тельно, измеряется половиной этой дуги. Угол АВО между касательной АВ и 

хордой ВО также измеряется половиной дуги ВО. Значит, (ВРА=ХАВО. По- 
мимо этих равных углов треугольники АВР и АВО имеют еще общий угол ВАО. 

Следовательно, эти треугольники подобны и, в частности, АЯ: АВ=АВ:АР. 
Итак, АВ2 =АР.АО: Нужное равенство доказано. 

Ответ: 1. 
-, Отметим еще две полезные теоремы о касательных к окружности: 

1) касательные к окружности, проведенные из одной точки, равны; 2) 
выпуклый четырехугольник описан около окружности тогда и только 
тогда, когда суммы длин его противоположных сторон равны. 
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$6. Применение вычислений для доказательства утверждений 

Этот. выпуск посвящен вычислительным задачам планиметрии. 
Однако заметим, что изложенные выше приемы иногда могут слу- 
жить целям доказательства различных геометрических утверждений. 
Так, выше при решении задачи 10 фактически установлено, что высо- 
ты остроугольного треугольника АВС служат биссектрисами углов 
другого треугольника РЕФ (его вершины есть основания высот треу- 
гольника АВС). В задаче 7 доказано, что прямая, проходящая через 
точку пересечения диагоналей трапеции и точку пересечения продол- 
жений ее боковых сторон, делит основания трапеции пополам. При- 
ведем еще один пример, когда вычисления помогают. доказательству. 

Задача 13. Доказать, что высота треугольника, опущенная 
из вершины А, и радиус описанной окружности, проведенный в эту 
же вершину, образуют равные углы соответственно со сторонами 
Ви 
Рещение. Обозначим буквой О центр описанной окружности и буквой 

О - основание высоты, опущенной из вершины А на основание BC (рис. 16). 

Требуется доказать, что ZBAD=ZOAC. Ha чертеже изображен случай, ког- 
да точка О принадлежит отрезку ВС. Мы проведем доказательство именно в 
этой ситуации. Случаи, в которых точка О попадает на продолжение или в 
концы отрезка ВС, имеют незначительные отклонения в рассуждениях, и мы 
предлагаем рассмотреть их самостоятельно. 

Обозначим а=СВАШО, 9=СОАС и попробуем выразить через © и В величины 
других углов с тем, чтобы получить некоторое соотношение межу а и В. Треу- 

гольник ВАО прямоугольный. Поэтому (АВО=л/2-а. Продолжим радиус АО 
до пересечения с окружностью в точке Е. Углы АВС и АЕС опираются на одну 
дугу АС, так что их величины равны, т.е. (АЕС = ZABD=n/2—-a. Отрезок АЕ 

- диаметр окружности, поэтому треугольник АЁС прямоугольный. Сумма ос- 
трых углов прямоугольного треугольника равна л/2, так что 9+ (л/2-а)=т/2. 

Отсюда сцедует, что д=а. Требуемое равенство углов. доказано. 

$ 7. Общие замечания об оформлении решения 

Если решение задачи уже найдено Вами на черновике, проверено 
и получен ответ, пришла пора подумать, как лучше изложить реше- 
ние. Этот этап работы на, экзамене не менее важен, чем поиек самого 
решения. В процессе подготовки полного текста решения иногда об- 
наруживаются некоторые пропуски в обоснованиях, логические, а 
иногда и вычислительные ошибки. 

`Решение каждой геометрической задачи обязательно содержит 
два элемента: доказательство и вычисление. Ведь каждая формула 

справедлива в определенных условиях и наличие этих условий необ- 
ходимо обосновать ссылками на соответствующие теоремы и опреде- 
ления. Частой ошибкой на экзамене является неполное обоснование и 
даже полное отсутствие обоснований некоторых утверждений. Иног- 
да абитуриенты используют выражения “очевидно”, “ясно”, “легко 
видеть”. Подобный стиль совершенно недопустим. Все доказатель- 
ства должны быть исчерпывающими. 

Существенное трёбование к хорошему изложению: чертеж в гео-, 
метрической задаче должен быть описан в ее решении. Это значит, 
что в решении должны быть указаны все выполненные Вами допол- 
нительные построения, определены все не заданные условием зада- 
чи, а введенные Вами на чертеже буквы, должны быть рассмотрены 
все возможные способы размещения точек, отрезков, окружностей и 
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обосновано выбранное Вами их расположение?). Имеет смысл в про- 
цессе написани®решения задать себе вопросы: почему я нарисовал 
чертеж именно таким образом, возможно ли иное размещение задан- 
ных в условии задачи фигур и т.п. 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Внутри треугольника АВС взята точка О. Пря- 
мые АД, ВР и СО пересекают стороны треугольника в точках Ё, F 
и С соответственно. Известно, что АС:СВ=т, ВЕ: ЕС=п. Найти 
отношение СЁР:РА. | | 

Задача 2. Доказать, что биссектриса треугольника делит по- 
полам угол между высотой треугольника и` радиусом описанной ок- 
ружности, проведенными из той же вершины. - 

Задача 3. На дуге окружности, стягиваемой хордой АП, взя- 
ты точкм Ви С. Биссектрисы углов АВС и ВСР пересекаются в 
точке Е, лежащей на хорде АО. Найти длину хорды АО, если АВ= 
au CD=b 

Задача 4. Две окружности пересекаются в точках Ри (0. Из 
точки А, лежащей на первой окружности и вне второй, проведены 
прямые АРи АО, пересекающие вторую окружность в точках В и 
С соответственно. Доказать, что касательная к первой окружности, 
проведенная в точке А, параллельна прямой АВ 

Задача 5. Длины боковых сторон трапеции равны 3 и 5. Из- 
вестно, что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия 
трапеции делит ее на две части, отношение площадей которых равно 
5/11. Найти длины оснований трапеции. 

Задача 6. Отрезок КЁ является диаметром некоторой окруж- 
ности. Через его концы К и Ё проведены две прямые, пересекающие 
окружность соответственно в точках Ри Q, лежащих по одну сто- 
рону от прямой КЁ. Найти радиус окружности, если (РАЁ=лт/З и 
точка пересечения прямых КРи QL находится от точек Ри О на 
расстояниях, равных 1. 

Задача 7. В треугольнике АВС с периметром op длина сторо- 
ны АС равна а и величина острого угла АВС равна а. Вписанная в 
треугольник АВС окружность с центром О касается стороны ВС в 
точке К. Найти площадь треугольника BOK. 

Задача 8. В окружность вписан четырехугольник АВСО, ди- 
агонали которого взаимно перпендикулярны и пересекаются в точке 
Е. Прямая, проходящая через точку Е и перпендикулярная к АВ, п6- 
ресекает сторону СР в точке М. Доказать, что ЁМ - медиана тре- 
угольника СЕД и найти ее длину, если АД=8, АВ=4и ZCDB=a. 

Задача 9. В выпуклом четырехугольнике длины диагоналей 
равны 1 и 2. Найти площадь четырехугольника, зная, что длины от- 
резков, соединяющих середины его противоположных сторон, равны. 

Задача 10. В равнобедренный треугольник АВС‘'с основани- 
ем АС вписана окружность, которая касается боковой стороны АВ 
в точке М. Через точку М прведен перпендикуляр МК к стороне 
АС треугольника АВС (точка К - основание этого перпендикуляра). 

  

2) Еще раз обратите внимание на обоснование чертежа к задаче 2, приведен- 

ное в 8 2. 
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Найти величину угла ВСА, если известно, что площадь треугольни- 
ка АВС равна 1, а площадь четырехугольника К МВС равна 5. 

Задача 11. Около круга радиуса, 1 описана прямоугольная тра- 

пеция, наименьшая из сторон которой равна, Sr. Определить площадь 
трапеции. 

Задача 12. К двум окружностям радиусов К и г, находящим- 
ся в положении внешнего касания, проведены их общие касательные 
— внутренняя и две внешние. Определить длину отрезка внутренней 
касательной, заключенного между внешними касательными, 

Задача 13. Параллельные стороны трапеции равны а и 6. Оп- 
ределить длину отрезка, параллельного им и делящего площадь тра- 
пеции пополам. 

Задача 14. По заданным ZA=a u (В=р треугольника АВС 
найти угол между медианой и высотой, проведенными из вершины С). 

Ответы: 1) -; 3) a+6;-5) 1 u 7; 6) 1; 7) {р-а)? 4%; 
8) 2\/4tg?a+3; 9) 1; 10) arccos,/2(1i—s); 11) 2r?; 12) 2/Rr; 

13) ath. 14) $(ctga—ctg f). 

Основные обозначения и формулы 

В треугольнике АВС обозначаются: 
ХА, (В, ГС - углы и величины углов, 
а, $, с, - длины сторон, противолежащих вершинам А, В, С со- 

ответственно. 
Йа, Та, 4 - длины высоты, медианы и биссектрисы, проведенных 

из вершины А. Аналогично обозначаются длины остальных высот, 
медиан и биссектрис. 

К, г - величины радиусов описанной и вписанной окружностей. 
SaBpc - Площадь треугольника. 
Между этими величинами существует ряд соотношений, позво- 

ляющих в случае необходимости вычислять одни из них по извест- 
ным другим. 

ГА+ИВ+ИС=т. 
Теорема синусов: 2К = sin ZA ув = = на. 

Теорема косинусов: с? =а? +? — 2аф сов С. 

Фа =6зш ZC, Sapc= Saha, SABC= sab sin ZC. 

Справедлива также следующая формула Герона, 

Sapc = V p(p—a)(p—b)(p—c), 
  

rye p=(a+6+c)/2. 
Можно получить и иные соотношения, если в теореме косинусов и 

в последующих соотношениях поменять местами любые две из трех 
nap (a, ZA), (6, ZB) unn (c ,ZC). 

Соотношения, справедливые для прямоугольного треугольника 
(далее считаем (С=л/2, т.е. с - гипотенуза): а=сзт ДА, 6=ссоз ДА, 
а= ЕСА, теорема, Пифагора: а?+ =с?. 

16




	обложка
	титул
	Введение.
	1. Приемы решения вычислительных задач по планиметрии.
	2. Роль чертежа в решении геометрических задач.
	3. Площади.
	4. Подобие.
	5. Окружность.
	6. Применение вычислений для доказательства утверждений.
	7. Общие замечания об оформлении решения.
	Задачи для самостоятельного решения.
	Основные обозначения и формулы.

